Test 5 : Nombres complexes (Maths expertes)

Durée : 50 minutes

Correction

Justifier toutes vos réponses. La présentation sera prise en compte. La calculatrice est interdite !
Les éleves disposant d’un tiers temps ne traiteront pas les questions marquées de .
La présentation sera prise en compte (1 pt).

Exercice 1 : Coordonnées dans le plan complexe (2.5 pts)

Déterminer I'affixe exact, sous forme algébrique, des points A , (B¥) et C' situés dans le plan complexe ci-dessous
(0.5 pt+ 1 pt + 1 pt) :

z4 = —2 — i (évident)

B est sur le cercle de centre A et de rayon 6.

En voyant A comme lorigine du repere et le cercle comme le cercle trigonométrique de rayon 1, on voit simplement que
B est situé a 7. (grace a I'abscisse)

Ainsi, zp = 24 + +6(3 +i2) =1+i(3v3 - 1)

C' est sur le cercle trigonométrique et en raisonnant de maniére analogue, C' est sur le droite d’équation y = —z, "en
haut a gauche", donc situé a ?ﬂf .

Ainsi, 2o = 24 + 6(—%2 +i¥2) = (-2 - 3v2) +i(3v2 - 1)



Exercice 2 : Formules d’addition et de duplication (4.5 pts)

1)a) Décomposer 2% comme une somme ou une différence de mesures connues. (0.5 pt)

%T =37 4 27 _ T+ % (somme de mesures connues mais ce n’est pas l'unique réponse possible).

b) Déterminer la valeur exacte de cos(2Z) (0.75 pts)

cos(35) = cos(§ + &) = cos(§) cos(§) —sin()sin(F) = %@ %% = V62
% c)Déterminer la valeur exacte de sin(2Z). (0.75 pts)
sin(22) =sin(Z + Z) = sin(Z) cos(%) + cos(F) sin(%) = ?? + %% = \/61"/5
2)Soit a €]0; 3| tel que que cos(a) = 3.
a)Déterminer la valeur exacte de sin(a). (0.5 pts)
sin?(a) = 1 — cos?(a) = § donc sin(a [ % car comme a €]0; 5[, sin(a) > 0.

b)Déterminer les valeurs exactes de cos(§), sin(§), cos(2a) et sin(2a). (2 pts)
cos(2a) = 2cos?(a) — 1= -1 .

sin(2a) = 2 cos(a) sin(a) =

De méme, on a cos(a) = 2cos*(%) — 1 donc cos?(%) = % = 2 donc cos(a) = /2 =
cos(5) > 0.
sin(a) = 2cos(%)sin(%) donc sin(%) = QSCI;IS(("%)) = \}g = ?




Exercice 3 : Détermination du module et de ’argument (4.5 pts)

1) Déterminer le module et I'argument du nombre complexe Z; = (—2 + i2v/3)'3. (1.5 pts)

p=|—24+i2V3]=4/(-2)2+ (2V3)2 =1+ 12=/16 =4

Zy =A(—5 +i% ¥3) donc on cherche 6 tel que cos(f) = —3 et sin(f) = ?) donc 6 = 2 [2n]
i 267

Zy = (4e'F)13 = 43¢5 = 41313¢'F donc p = 413 et 0 = 25 [271].

% 2) Déterminer le module et ’argument du nombre complexe Zy = eF fe ¥, (1.5 pts)

. . catb , a—b _sa—b . atb _
e telt =¢"2 (e +e7 T ) =€ 2c08(%52)
Ici,aveca:%etb: 8,onaa—b——eta+b——

Ainsi, Z = e'1i22 cos(135) avec 2cos(535) > 0 car £ €]0; [

Donc p = 2cos(322) et § = 2 [2n]

7 . 5im Tim
3) Déterminer le module et I'argument du nombre complexe Zs = et —e13 . (1.5 pts)
. . -a+b -a—b _sa—b catb ., _ a+tb
el — et = 5 (et — e ) = 7 2isin(952) = (57 13)25in(%52)
: _ 5 _ 7 _ 65—77 _ —12 65+77 _ 142
Ici,aveca =gy et b= {5, onaa—b= 3" = g eta+b= 95" = {35
Ainsi. Z- = (142W+ 3)9 ( 11423”)— i(T5+5)9 (% 67")— 142“2%2 ( 6”)— 552 (£
insi, Zs = €' sin(—3 e sin( 433 e sin( 343 e’ sin

—67 ]

Ce n’est pas fini car 2sin(75F) < 0 car ToF €] — Z;0[ et le module est toujours positif.

On peut écrire 2sin( 757 ) = —2sin( %) = e 2sin(L%) (sin est impaire)

Ainsi, Zs = !¢ ™2 sin( &%) = e~ 255 2 sin( 2L

b %) Donc p = 2sin($%) et 6 = 5% (2]
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