Contréle 1 : Nombres complexes, arithmétique

et matrices (Maths expertes)

Correction
Durée : 2h

Justifier toutes vos réponses. La présentation sera prise en compte (2 pts).
Le controdle est sur 30 points. La calculatrice est autorisée.
Les éléves disposant d’un tiers temps ne traiteront pas les questions marquées de %

Exercice 1 : Nombres complexes (10 points)
1)Résoudre les équations suivantes :

a)2iz? +32 =0 (1 pt) 4
2i22 +32 =04 2(2i243) =04 2z =0 ou 2iz = —3 qui donne z = 52 = &
b) 24 + 22 —2 =0 (2 pts)

On pose Z = 2.
242 -2=022+27-2=0

A =1-14(1)(—2) =9 = 3? donc on obtient 2 racines Z; = =13 = —2 et Z, = =Lt =1

Enfin, Z = 22 donc on cherche les z tels que 22 =1 ou 22 = —2.
Z2=1ez=1louz=-1
22 = -2 & 2 =iy/2 ou z = —iy/2 (Attention, nous sommes dans C , il y a bien des solutions)

2)On munit le plan d’un repére orthonormé (0, @, 7).

On appelle A le point de coordonnées (2;0).

A tout nombre z # 2, on associe le nombre complexe 2z’ = 22:’;
On écrit z = x + iy et 2/ =2’ + iy’ ol x,y, 2,y sont des nombres réels.

Soit M (x;y) un point du plan distinct du point A et M'(z’,y’) le point qui lui est associé par la transformation z — 2.

Le but de I’exercice est de déterminer la nature de I’ensemble des points M quand z’ vérifient certaines conditions.

a) Soit B(2;1).
Déterminer les coordonnées («’,y’) du point B’, image du point B par la transformation définie précédemment. (1 pt)

o = 22—71((22:11)) — S:ZQl — w =24 3i dou B/(2;3)

b)Soit C'(1;2).
Déterminer les coordonnées (z,y) du point C' dont I'image est C’. (1.5 pts)

22 =142 2—iz=(14+20)2-2)©2—iz=24+4i — 2(1 + 20) & 2 — 2 — 4i =iz — (1 + 2i)

z

& —di=z(-1-i) o= = AL W) _dili 949

Donc C(2;2)

_ o2 2
c)Montrer que 2’ = 2x+2y(;1(f)2+2;2+y +29) (1 pt)

r_ 2-iz _ 2-i(wtiy) _ 24y—iz _ (24y—iz)(2—atiy) _ 4—22+2y+i(z’ 204y’ +2y)

2—z — 2—(z+iy) ~ 2—z—iy (2—x)24y? (2—x)24y?

d)Déterminer une équation de l'ensemble E; des points M (z,y) distincts de A, tels que 2’ soit un imaginaire pur et
préciser la nature de cet ensemble. (1.5 pts)

ZEeEiR&S4-204+2y=0y=0—2
C’est ’équation d’une droite affine.



e)Déterminer une équation de ensemble Fs des points M(z,y) distincts de A, tels que z’ soit un réel et préciser la
nature de cet ensemble. (2 pts)
Rappel/Indication : L’équation du cercle de centre 2(a;b) et de rayon r est (z — a)? + (y — b)? = 12

YERG (22 —224+9y*+2y) =0 (z—1)2 -1+ (y+1)? -1=0(z-1)?+(y+1)?=2
C’est I’équation du cercle de centre (1; —1) et de rayon r = /2.

Exercice 2 : Arithmétique (10 points)

1)On souhaite déterminer pour quelles valeurs de n € Z a-t-on que n® + 2n? — 9n — 6 est divisible par n + 3
a)Montrer que n® +2n? — 9n — 6 peut s’écrire (n + 3)(n? + an +b) + c ol a, b et ¢ sont des entiers & déterminer. (1.5 pts)
m+3)n?2+an+b)+c=n>+B+a)n?+ Ba+bn+3b+c

Par identification, on veut 3 +a = 2 donc a = —1, puis 3a+b = —9 donc b = —9 — 3a = —6 et enfin 3b + ¢ = —6
donc c = —6 —3b=12

b)En déduire les n solutions du probléme. (1.5 pts)

n3+2n% —9n — 6= (n+3)(n?> —n —6) + 12
Or, (n + 3)|(n + 3)(n? —n — 6) donc il faut et il suffit d’avoir (n + 3)|12
Les diviseurs de 12 sont —1,1,—-2,2,—-3,3,—4,4,—6,6,—12,12

Il y a donc 12 équations a résoudre :
n+3=—1donne n =—4
n+3=1donne n=-2
n+3=—2donnen= -5
n+3=2donnen=-1
n+3 = -3 donne n = —6
n+3=3donnen =20
n+3=—4donne n = -7
n+3=4donnen=1

n+ 3= —6 donne n = —9
n+3=06donne n =3

n+3=—12 donne n = —15
n+3=12 donne n =9

2)On souhaite déterminer le reste de la division euclidienne de 132921
a)Montrer que 13 = 1[23] (1.5 pts)

par 23

1311 = 13 % (132)5 = 13 % 169° = 13 % 85[23] = 13 * 8 % 84[23] = 104 * 642[23] = 12  182[23)]
= 12 % 324[23] = 12 * 2[23] = 24[23] = 1[23]

b)Etablir le tableau de congruences donnant tous les restes possible de la division de 13™ par 23. (2 pts)

n[l1] O] 1 [2]3[4[5[6]7[8[9]10
13723] [1 |13 8| 12184692316

c)Conclure (1.5 pts)

2021 = 8[11] donc 13202! = 2[23]
Le reste de la division euclidienne de 13292! par 23 est 2.

3)A laide du binéme de Newton, démontrer que pour tout entier naturel n > 1, n? divise (n + 1)" — 1. (2 pts)

(n+1)" = Zn: (nF = (G)n + (P)nt + Zn: (H)n* =1+ n? +n? zn: (H)nk=2 (avec k —2 > 0)
k=0 k=2 k=2
Donc (n+1)" —1=n? + i (})n* et I'on constate que n?|n? et n?|n? i ()nk=2 d’ou le résultat.
k=2 k=2



Exercice 3 : Matrices (10 points)

2r+y—2z = 7
1)On considere le systéme d’équations : —3z+2y+z = 3
r—3y+2z = —4
T
a)Déterminer les matrices A et B telles que le systéme s’écrit sous forme matriciel AX = Bou X = |y | (0.5 pt)
z
2 1 -1 7
A=1-3 2 1 JeteB=| 3
1 -3 2 —4

b)Déterminer I'inverse de la matrice A . (Sans la calculatrice) (2 pts)

a b c
OnposeC=|d e f
g h 1
2 1 -1 a b c 1 0 0
C=AleAC=Lo|-3 2 1]||d e fl=]01 0
1 -3 2 g h i 0 0 1
2a+d—g = 1 2b+e—h = 0 2c+f—-i = 0
(S1)4 —3a+2d+g = 0 et (S2)q —3b+2e+h = 1 et(S3)¢ —3c+2f+i = 0
a—3d+2g = 0 b—3e+2h = 0 c—3f+2i = 1

Avec un peu d’observation, on remarque que la somme des 3 lignes donne dans chacun des systémes 2g = 1, 2h = 1
et Qizlsoitg:h:i:%

Nous obtenons alors 3 systémes plus simples :

2a+d = 15 2b+e = 05 2c+f = 05
(S1)4 —3a+2d = —05 et (S5 —3b+2 = 05 et (S5 ¢ —3c+2f = —05
a—3d = -1 b—3e = -1 c—3f = 0

S1 : Ly donne d = 1.5—2a donc en injectant dans Ls, on obtient a—3(1.5—2a) = —1 soit 7a = 3.5 soit a = 0.5 puis d = 0.5

Sy : Ly donne e = 0.5 — 2b donc en injectant dans Lz on obtient b — 3(0.5 — 2b) = —1 soit 7b = 0.5 soit b = - et

e=05-2b=2

S3 : Ly donne f = 0.5 — 2¢ donc en injectant dans Lz on obtient ¢ — 3(0.5 — 2¢) = 0 soit 7c = 1.5 soit ¢ = % et
f=05—-2c= ﬁ

0.5 &4 2

' i 1
Finalement, A=! = | 0.5 % .
0.5 0.5 0.5

¢)En déduire le triplet (x,y, z) solution du systéme. (1 pt)

AX=B& X=A"'B=

(5 -1
2)801tA(6 0).

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, A™ = (

3n+1 _ 2n+1 gn _ gn )

o[]S

gnt+l _ gn+l on _ 3n

2 x 37l _ 3 x gn+l 3><2”—2><3"> (25 pts)
Soit P : A4 :<2x3"+1—3x2"+1 3x 2" —2x 3"

Initialisation : n =1

3+l _ol+l 2l — 3t 5 —1 .
<2><31+13><21+1 3><212><31> = <6 0 ) = A = A! Donc P, est vraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe k € N tel que Py soit vraie. Montrer que Py, est encore vraie.



Ak+1 A Ak _ (5 _1) ( 3k‘+1 _ 2k+1 2k _ 3k

6 0 2 x 3FFTL — 3 x 2kl 3><2’f—2><3k> (H.R.)

_[(B(3FHL — 2k D) (2 x 3R — 3 x 2k 1) 5(2F — 3F) — (3 x 2F — 2 x 3F)
- 6(3k+1 _ 2k+1) 6(2k _ 3k)

(3 X 3k+1 —_92x 2k+1 2 % 2k —3x 3k > B < 3k+2 _ 2k+2 2k+1 _ 3k+1

2 x 3k+2 3 5 ok+2 3 ok+l _ 9 i gh+l 2 x 3k+2 3 5 ok+2 3 ok+l _ 9 3k+1) ce qui prouve Ihérédité.

Conclusion : P est vraie, et pour tout £k € N, P, = Pj1 donc P, est vraie pour tout entier n > 1.

2 -1 3
3)Le but de cette question est d’exprimer A™ en fonction de n € Navece A= [0 2 5
0 0 2
2 0 0 0o -1 3
Soient D=0 2 0)JetN=|0 0 5
0 0 2 0 0 O
a)Calculer N2 puis N3 (1 pt)
0o -1 3 0 -1 3 0 0 =5
N?2=10 0 5 0 0 5]=(|0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O

o
I
—_
o

puis N2 = N x N2 = = O3 (la matrice nulle)

o o
o o
o ot
o O O
o O O
o

b)En déduire N* pour n > 3. (0.5 pt)

On constate que N¥ = N3 x N*=3 = O3 (avec k — 3 > 0) .

c)Justifier que D et N commutent. (0.5 pt)

D = 2I5 donc DN = 213N = 2N et de méme ND = N2I5 = 2N.

d)A T'aide du binéme de Newton, exprimer A™ en fonction de n . (2 pts)

A" = (N+D)" = 3 (")NkD»F,
k=0

Or, N¥ = O5 pour k > 3 donc on obtient :

A" = (N+D)" = kzo (MN*D"—k = (5)N°D"+ (1) N'D"—1+ () N2D" —2 (les termes suivants sont des matrices nulles)

NO =I5 et comme D = 2[5 on a D™ = 2™I3 pour tout entier naturel m.

Ainsi,

0 -1 3 00 -5 2 —p2nl gponot - dlndlign-2
Ar=2Iyn2nt [0 0 5| 42fon2109 0 0 |=(0 on 5n2n- 1

0 0 0 00 0 0 0 2"



